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Geometrische Typen Funktion mit 2 Variablen Funktionen mit 3 Variablen Tangentialebene
Gerade . 2 _ . 3 _ DEF: Ebene, die die Funktion in einem Punkt P, beriihrt und
f:DCR* >R (,y) = 2= f(z,y) f+DCR =R (@,9,2) = w=flz.y,2) von Tangenten aufgespannt wird.
f(z) =ax+b {(z,y,2) e R?|2 = f(z,y)} {(z.y,2,w) € RYw = f(z,y,2)}
- — z=f(z,y) P(xo.yo, f(z0,0))
BN - a: Steigung = s Niveaulinien
- b y- Achsenverschlebung flay)=a"—y
z=a?—¢? Ni(e) = {(x,y,2) € R*|f(z,y,2) = ¢} z = f(zo,y0) + fx(x0,y0)(x — m0) + fy(zo,40)(y — yo)
xr

Gradient Beispiel: f(z,y) = (z — 1)+ %> +1 Py(1.15,0.15)

Kreis Partielle Ableitung fe=20-1) fy=2

(x—my)® +(y - my)z =r?

o[y /\f‘ - r: Radius
\/ - mg: x Mittelpunkt

., - my: y Mittelpunkt

Ellipse
(x—me)?  (y—my)?
I et !
7] L . .
- 2a: Breite
- 2b: Hohe
m - m,: x Mittelpunkt
z - my,: y Mittelpunkt
Hyperbel
.172 y2
@ 2 !
> - [ioa] : Scheitelpunkte
x
Parabel

y=az’+bx+c

- a: Krimmung

- ——: Extremwert
2a

Niveaulinien
Ni(e) = {(z,y) € R?|f(z,y) = ¢}

flz,y) =

—2r—y+8

\ « parallele Geraden
+ Steigung —2

Y

Von Funktion zu Plot
« ¢ fur Niveaulinien wéhlen — f(z,y) = ¢
« geometrischer Typ bestimmen
* Qualitative Vergleiche
« Kreis: Mittelpunkt, Radius
« Ellipse: Mittelpunkt, @ < b oder a > b
» Gerade: Steigung

Von Plot zu Funktion
« geometrischer Typ aus Plot lesen

» Zwei Punkte aus Niveaulinie: f(z1,y1) = f(x2,92)
Funktion Graph zuordnen
fla.y) = sin(y) £(0,y) = sin(y) F(,0)=0
> 2 z

X /\
2 >y y

0,
Fﬁ(%y Yo)

0,
Fz(%y Yo)

Steigung der Funktion in z-
bzw. y-Richtung

Gradient
DEF: Vektor aller partiellen Ableitungen, zeigt zur hochsten
Anstiegsrichtung

grad(f) =Vf =

Beispiel:  f(z,y) = 2 + y* + 2°

2x
Vi(@,y,z2) = (2y>
2z

= f(2o,0) + fx(zo,y0)(z — z0) + fy(z0,y0)(y — yo)
=0.15% +0.15% + 1 +2(0.15) - (z — 1.15) 4+ 0.3(y — 0.15)
= 1.045 4 0.3z — 0.345 + 0.3y — 0.045

= 0.3z + 0.3y + 0.655

Totales Differential

DEF: Anderung Funktionswert bei kleiner Anderung Az & Ay

ar = & or

dx+ 2L ay dx =z — 19 = Az

O % dy =y —yo = Ay
Effektiv Wert (approximation): flx.y) = flzo,yo) +df
Beispiel: fla,y) = 22 Po(2,1)

df = fodx+ f, dy
_ Yoo —yo) = %o -yo 4

(n—tm)
17

To(To — yo) + To - Yo
+ 2
(z0 — Yo)

dy

df(2,1) = dx+Idy:7dx+4dy
Far Punkt P;(2.1,0.8):

df(2.1 = 2,08 — 1) = f(2,1) — (0.1) + 4(—0.2) = 1.1

Richtungsableitung

DEF: Anderungsrate der Funktion in Richtung des Vektors @

Mit Einheitsvektor

(0, 90) €2

T
(DEf)(wo,yo) = V(Py) - &= (gﬁ(z‘”y" ) . (“’1)

Mit beliebigem Vektor

— V(P = ‘; (@Zii&) ' (Zi)

Note: Wenn b gesucht damit bei der Rlchtungsableitung =0
ergibt: Skalarprodukt von V f(P,) und b ist 0.

(Daf)(wo. yo)
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Implizite Funktionen

Hesse Matrix

Extremwerte mit Nebenbedingungen

DEF: Funktion, die nicht explizit nach einer Variablen
aufgeldst ist
F(z,y) =2 -y + e =0

"(2,y) — nicht méglich
Y (o) f(z,y) gl

lP" (“'/0)

DEF: Matrix aller zweiten partiellen Ableitungen einer Funk-
tion

_ (faa(p)  fay(p)
Hf(p)i(fyz(])) fyy(p)>

A(zo,yo) = detHy(p) = foa(w0,50) + fyy(w0,90) —
(fay(0,%0))?

Beispiel:  f(z,y) =2® +y> +1 Py(1,1)

Joe =2 fay =0
Jyz =0 fyy=2

Hy(Py) = (g g)

Lokale, implizite differenzierbare Funktion

F(z,y) =0 * nicht fir beliebliges
fl(z)inz

Pla) = _ Fu(z, f(2)) « Kurpenpunkt (,9)

Fy(z, f(x)) muss bekannt Lésung

von F(z,y) = 0 sein

Beispiel:  F(z,y) =2 —y* + e =0 Pi(0,1)
Fp(x,y) 322 + ye?
/ _ Ly !
flay) = Fy(z,y) —3y? + wevy
1?1
/ _ e _ -
f(P)=-—==3

Extremwerte

Jacobi Matrix

f:R™ SR g (1<k<n1<i<m)
ggffi(p) azxfl"(p)
i) = gf:(p) . azji ()
o) o ap)

Hohere Partielle Ableitungen

DEF: Krimmungsverhalten von der Funktionskuve (fir
Klassifikation von Extrema einer Funktion)

s ,82f78<8f) f 7(’)2f7(')<8f>
"“’_ﬁ_ﬁ 671 yy—aiyz—afy a

C®f o (of eir 9 [af
f’”"‘azay‘%<@) f“‘ayaz‘a*y@)

Note: Wenn stetig, dann f,, = fy.

lokales Minimum:
* A(wo,y0) >0
* fra(x0,90) >0

lokales Maximum:
* A(zo,y0) >0
* fra(x0,90) <0

Sattelpunkt:
* A(zo,10) <0

Vorgehen:

1. Gradient bestimmen: V f(zo, yo)

2. Gradient = 0 setzen: V f(zo, yo) Lo

3. Gleichungssyetem lésen — Extremwert Kandidaten
4. Hesse Matrix bilden: H(zo,y0) = (f“ f’”y)
5

. . fyz . fyy
. Kritische Punkte einsetzen und Typ bestimmen:

(@) A(wo,yo) = detHy(zo,y0)
(b) A(zo,0)

Beispiel:  f(z,y) = 32> + 2y° — 62y

6x — 6y
Vit = (g

6r—6y =0

6y? —6x =0
6 —6

= (5 12)

A(Py) =det Hy(P1) =0 — 36 = —36(< 0) — Sattelpunkt

Vilz,y) = 0 — { — P0,0), Py(1,1)

A(Py) = det Hy(Py) =72 — 36 = 36(> 0)
feu(P2) =6 > 0 — lokales Minimum

Zu maximierende/minimierende Funktion: F'(z,y)
Nebenbedingungen: Gi(z,y) =0, -+ ,Gn(z,y) =

1. Funktionen in Worte fassen (min/max, soll)
2. Formeln einsetzen: soll = 0 setzen
3. Lagrange Funktion aufstellen:

L@,y \) = Fa,y) + AG.y)

VL(z,y,\) =0
Ly=...

Ly=...
Ly=...— LGS lésen

4. Kandidaten finden:

(a) unmégliche ausschliessen (zb. negative zahlen

oder wenn 0 nicht méglich)

(b) Maximieren: in F(z,y) und Punkt mit max Wert

wahlen

(c) Minimieren: in F(xz,y) und Punkt mit min Wert

wahlen

0

Beispiel: Aus Kreis mit Radius » soll moglichst grosses

Rechteck mit b, h ausgeschnitten werden.

max. Funktion: 1bh2 F(b,h) = £bh?
Nebenbedingung: b* + h? = 4r? G(b,h) = b* + h? — 4r?

Lagrange:
L(b,h,\) = F +\G = ébhz + A0+ 1% — 4r?)
FhP+20 =0
VLA A) =05 bh+200 =0
b2+ h?—4r? =0

A +2p
P1:<i07>,P2: i\/g
Vir

Lésungsbedingung: b,k > 0 — P

e

<l

T
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