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Vektoren Grundlagen

DEF: Vektor (v⃗) ist eine Grösse, welche eine Richtung, Ori-
entierung und einen Betrag/Länge hat.

DEF: Vektoren sind identisch wenn Richtung, Orientierung
und Betrag identisch sind.

Vektorentypen:
Ortsvektor:
Ursprung in Ebene/Raum (Nullpunkt)

x

y

P⃗

Q⃗

Q⃗
−
P⃗

−−→
PQ = Q⃗− P⃗

Nullvektor:
→ Anfangspunkt = Endpunkt → Betrag = 0
→ Linear abhängig

Einheitsvektor (Basisvektor):

→ Vektor mit Betrag = 1 (zb.

1
0
0

 )

Gegenvektor:
→ Identisch andere Richtung v⃗ → −v⃗

Lagen:
parallel → Richtung, Orientierung sind identisch → v⃗ ↑↑ w⃗

anti-parallel → Richtung identisch, Orientierung entge-
gengesetz → v⃗ ↑↓ w⃗

kollinear → Richtung identisch sonst windschief, nicht-
kollinear
orthogonal → Rechterwinkel → v⃗ ⊥ w⃗

komplanar → 3 Vektoren auf gemeinsamer Ebene

lineare abhängigkeit → Vektoren kollinear und keine kombi-
nation/vielfache → det

[
V 1 V 2 V 3

]
= 0

Vektorräume:
R0 = {(0)} → 0(0, . . . , 0)
R1 =]−∞,∞[= {(x)|x ∈ R}
R2 = {(x, y)|x, y ∈ R}
Rn = {(x1, . . . , xn)|∀x1 − xn ∈ R}

Vektor Addition Rn × Rn = Rn

DEF: Vektoren werden aneinander gehängt.

x

y

a⃗
b⃗

a⃗+ b⃗

a⃗+ b⃗ =

 xa1

. . .
xan

+

 xb1

. . .
xbn

 =

 xa1 + xb1

. . .
xan + xbn


Rechenregeln:
a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗ (⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗)
a⃗+ 0⃗ = a⃗ a⃗+ (−a⃗) = 0⃗

Skalarmultiplikation R1 × Rn = Rn

DEF: Stauchung, Streckung, Richtungswechsel des Vektors

x

y

−λa⃗

λa⃗

a⃗

λ · a⃗ = λ ·

 x1

. . .
xn

 =

 λ · x1

. . .
λ · xan



λ =


> 0, a⃗ ↑↑ a⃗′

< 0, a⃗ ↑↓ a⃗′

= 0, a⃗′ = 0

Rechenregeln:
(λ · γ) · a⃗ = λ · (γ · a⃗) λ · (⃗a+ b⃗) = λ · a⃗+ λ · b⃗
1 · a⃗ = a⃗ (λ+ γ) · a⃗ = λ · a⃗+ γ · a⃗

Linearkombination

x

y

a⃗

b⃗

x⃗ =
1
2
· a⃗+

b⃗

x⃗ =
∑n

l=1 α1 · a1 + . . .+ αn · an

Vektor Betrag Rn → R1

DEF: Länge eines Vektors a = (a1, . . . , an) heisst Betrag
oder euklidische Norm

∥a⃗∥ =
√∑n

i=1 a
2
i =

√
a21 + . . .+ a2n = |⃗a|

Rechenregeln:
|λ · a⃗| = |λ| · |⃗a| |⃗a+ b⃗| ≤ |⃗a|+ |⃗b|
|⃗a| = 0 ⇔ a⃗ = 0⃗

Skalarprodukt Rn × Rn = R1

DEF: Inneres Produkt oder Punktprodukt von zwei Vektoren

x

y

a⃗
b⃗

γ

⟨⃗a, b⃗⟩ = a1 · b1 + . . .+ an · bn

⟨⃗a, b⃗⟩ = |⃗a| · |⃗b| · cos (γ)

γ = arccos ( ⟨a⃗,⃗b⟩
|⃗a|·|⃗b|

) γ =

{
[0, π], < 180 deg

sonst, > 180 deg

Orthogonalität:

a⃗ ⊥ b⃗ ⇔ ⟨⃗a, b⃗⟩ = 0 ⟨⃗a, b⃗⟩ =


> 0, spitzer Winkel
= 0, rechter Winkel
< 0, stumpfer Winkel

Rechenregeln:
⟨⃗a, b⃗⟩ = ⟨⃗b, a⃗⟩ ⟨⃗a+ b⃗, c⃗⟩ = ⟨⃗a, c⃗⟩+ ⟨⃗b, c⃗⟩
⟨λ · a⃗, b⃗⟩ = λ · ⟨⃗a, b⃗⟩ ⟨⃗a, a⃗⟩ ≥ 0⃗ ⇔ a⃗ = 0 ⇔ |⃗a| = 0

Orthogonale Projektion

DEF: Vektor b⃗ wird auf a⃗ projziert.

x

y

b⃗
−
b⃗

−a⃗b⃗a−b⃗a

b⃗a = ⟨a⃗,⃗b⟩
|⃗a|2 · a⃗ λ = ⟨a⃗,⃗b⟩

|⃗a2| ⇔ b⃗a = λ · a⃗

γ =

{
∈ [0, π

2 ], +∥⃗b∥ · cos (γ)
∈ [π2 , π], −∥⃗b∥ · cos (γ)

Vektorprodukt/Kreuzprodukt R3 × R3 = R3

A = |⃗a× b⃗|

a⃗

b⃗

a⃗× b⃗

α

a⃗× b⃗ =

ax
ay
az

×

bx
by
bz

 =

ay · bz − az · by
az · bx − ax · bz
ax · by − ay · bx


A =

√
a2 + b2 + c2

Rechenregeln:
a⃗× b⃗ = −(⃗b× a⃗) (⃗a+ b⃗)× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗

λ · a⃗× b⃗ = λ · (⃗a× b⃗) = a⃗× λ · b⃗ a⃗× a⃗ = 0

⟨⃗a× b⃗, c⃗⟩ = 0 ⇔ a⃗× b⃗ ⊥ c⃗

a⃗× b⃗ = 0 → Kolinear, kein Nullvektor, lineaer abhängig

|⃗a× b⃗| = |⃗a| · |⃗b| · sin (α)

Cauchy Ungleichung:
∥a⃗× b⃗∥2 = ∥a⃗∥2 · ∥⃗b∥2 − ⟨⃗a, b⃗⟩ = ∥a⃗∥2 · ∥⃗b∥2 · sin2 (α)
Es gilt: |⟨⃗a, b⃗⟩| ≤ ∥a⃗∥ · ∥⃗b∥ → wenn = 0, linear abhängig

Spatprodukt R3 × R3 × R3 = R1

A

a⃗

b⃗
c⃗

a⃗× b⃗

h

[⃗a b⃗ c⃗] = ⟨⃗a, b⃗× c⃗⟩ =

ax
ay
az

 ·

bycz − bzcy
bzcx − bxcz
bxcy − bycx


= a⃗x(⃗by c⃗z − b⃗z c⃗y) + a⃗y (⃗bz c⃗x − b⃗xc⃗z) + a⃗z (⃗bxc⃗y − b⃗y c⃗x)

Rechenregeln:
- Vertauschen: zyklisch bleibt gleich, sonst Vorzeichenwechsel

- Wenn Spatprodukt = 0, dann sind Vektoren orthogonal und komplanar

[⃗a+ d⃗ b⃗ c⃗] = [⃗a b⃗ c⃗] + [d⃗ b⃗ c⃗]

λ · [⃗a b⃗ c⃗] = [λ · a⃗ b⃗ c⃗] = [⃗a λ · b⃗ c⃗]

[⃗a a⃗ b⃗] = 0

[⃗a b⃗ c⃗] =

ax
ay
az

 ·

bycz − bzcy
bzcx − bxcz
bxcy − bycx




